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In lucrare se face referire asupra realititii matematice in astronomie, a numerelor irationale ca existente
determinante in legile lui Kepler sau Legile Iui Newton, dar si referiri la traiectoriile corpurilor ceresti ca locuri geometrice
importante pentru intelegerea fenomenelor astronomice.

Lucrarea cuprinde si o scurtd incursiune in istoria cercetarilor astronomice si se incheie cu intrebarea ‘‘Cat de actuala
ramane astazi teoria lui Newton?”.

Introducere

Bogidtia si diversitatea informatiilor, ca si viteza lor mare de circulatie, au ficut ca atingerea unor
extreme, altadatd de neatins ale stiimtelor, sa fie posibild. De aici a aparut necesitatea stiintelor de
frontierd, care au catalizat noi energii in cercetare. De asemenea, tendinta de abstractizare din diferite
domenii ale cunoasterii a dus la ingreunarea intelegerii mesajului stiintific si adresarea directionata
catre elite.

Omul modern a resimtit ca pe o constrangere interioara puterica nevoia de a folosi inlantuirile
foarte obiective ale elementelor logicii pentru a-si forma o imagine asupra lumii, asa cum este oferita
de stiinta moderna a astronomiei actuale. Toate aceste modele matematice-mecanice il arunca pe omul
de stiintda modern 1n mijlocul unor lumi abstracte pure care il indeparteza de viata, de realitate. Astfel
lumea reald, atelierul experimental al cunoasterii, a devenit tot mai mult o lume abstracta si
nonconforma cu realitatea simturilor noastre.

Se impune acum o regrupare a domeniilor stiintifice, in sensul eliminarii granitelor dintre domenii
si coagularea informatiilor pe sfere de interes. Cu alte cuvinte, dacd ma intereseazd cunoasterea si
explorarea planetei Saturn, voi aduna acele cunostinte astronomice, matematice, fizice, biologice etc,
care abordeaza idei, experiente, informatii, imagini si altele legate de planeta

Saturn. Intoarcerea citre realitate, verificarea in lumea reald a notiunilor obtinute prin gandire
conceptuald ar face matematica vie.

1. Legile lui Kepler : reprezentari, tendinta elipsei de a deveni cerc, numere irationale.

Modul de gandire stiintific bazat numai pe elementele logicii este deseori departe de un punct de
vedere conform cu realitatea. Aceastd constatare este sustinutd de modul cum s-au format in timp
reprezentarile despre fenomenele ceresti. Calea intuitiva sau a observatiei au condus la reprezentari
care au devenit ipoteze de lucru , dezvoltand teorii ample care apoi au devenit noi ipoteze de cercetare,
generand noi reprezentiri. In acest fel apare pericolul elaborarii de teorii corect construite din punct
de vedere deductiv, dar care se Indeparteaza de realitate. Astfel, de exemplu, Newton ajunge la
binecunoscuta Lege a atractiei universale, lege cantitativa, ( Raportul fortelor de atractie este invers
proportional cu raportul patratelor distantelor dintre ele ) plecand de la Legile formulate de Kepler,
legi calitative, cu precadere Legea a Ill-a, bazata pe observatiile minutioase ale lui Tycho Brahe. Sa ne
ocupam putin, in cele ce urmeza, de legile lui Kepler si sa observam cum limbajul matematic determina
legitati diferite dupa domeniul de cercetare (astronomie, fizica, biologie, etc), precum si de cateva
locuri geometrice remarcabile. Sa reamintim Legile lui Kepler [1]:

Legea 1 — Legea orbitelor : Toate planetele se misca in jurul Soarelui pe traiectorii eliptice,
Soarele aflandu-se in unul din focarele elipsei.



Legea a Il a — Legea ariilor : Razele vectoare duse de la Soare la planeta descriu arii egale in
intervale de timp egale, deci viteza areolara sau sectoriala este constanta.

Legea a IIl a — Legea perioadelor : Patratele perioadelor de revolutie a planetelor in jurul
Soarelui sunt proportionale cu cuburile semiaxelor mari ale elipselor.

Sa observam ca prima lege ne vorbeste despre traiectoria planetelor ca fiind ceva viu i nu ceva
care se supune orb unor legitati. Cercul nu isi modifica raza. Punctele de pe cerc se deplaseaza in
virtutea unei legi exacte, fard posibilitatea exprimarii propriei vointe. Elipsa insd isi modificd raza,
vorbind parci despre existenta unor impulsuri interioare. In realitate nici aceasta elipsa nu este perfecta
pentru ca traiectoria planetelor are o vizibild tendinta de a se transforma in cerc, locul geometric
perfect. Sau chiar daca am am stabili traiectoria eliptica pentru o rotatie ea nu se mai potriveste cu
urmatoarea , sau urmatoarele traiectorii. Nici macar planele traiectoriilor nu formeaza acelasi unghi in
fiecare an cu ecliptica. Dacd insa s-ar petrece asa, adica elipsa sa devina la un moment dat cerc, atunci
Sistemul Solar ar fi ajuns la un moment de repaos, de echilibru static si ar fi murit. Daca mai avem in
vedere si miscarea cometelor atunci lucrurile se complica si mai tare. Deci planetele se misca dupa
elipse, dar acestea sunt cateodata mai bombate si se apropie de cerc, iar alteori se aplatizeaza fiind clar
elipse. Atunci am putea reformula legea orbitelor iIn modul urmator: Planetele se deplaseaza pe
traiectorii care duc continuu o lupta intre tendinta de a deveni cerc si tendinta de a ramane elipsa[5] .

Sa trecem acum la Legea perioadelor care se poate exprima matematic: 7, _ R, unde T

I, R
reprezintd perioada de rotatie in jurul Soarelui, iar R reprezintd lungimea semiaxei mari a orbitei, a
reprezintd prima planetd si b a doua planeta, dar realitatea astronomica ne obliga sa interpretdm acest
rezultat. S& observam ca aceste rapoarte nu sunt numere rationale. Daca ar fi fost numere rationale
atunci razele ar avea tendinta de a deveni numere intregi si traiectoria s-ar transforma in cerc iar
perioadele de revolutie marimi constante, ceea ce contrazice observatia astronomica. Deci raportul este
un numar irational si acest lucru este un argument al astronomiei actuale pentru a explica starea de
miscare a Sistemului Planetar.

Analizand acest fapt observdm ca desi gdndim matematic Sistemul Planetar, acest mod nu mai
este ceva care sa se poatd masura, adicd nu mai putem sa introducem realitatea concis, simplu, intr-un
numar. Suntem astfel nevoiti, In calculul matematic sd aproximdm numarul irational printr-o fractie
zecimala finita, parasind astfel realitatea astronomica. Acest lucru ne conduce la ideea cd in studiul
fenomenelor ceresti nu dispunem decat de un fel de clisee saturate de tot felul de observatii
matematice. Dar §i in aceastd matematica purd putem interpreta rezultatele si confrunta cu realitatea.
Astfel, urmarind traiectoriile corpurilor ceresti, fie pe calea rationamentelor fie pe calea intuitiva, s-au
remarcat curbe pe care le putem interpreta matematic ca fiind locurile geometrice pentru care suma,
diferenta, produsul sau raportul distantelor la doua puncte fixe este constant. Propunem in continuare
un suport matematic teoretic care sa reaminteasca aceste locuri geometrice.

Facem observatia ca sectiunea care urmeaza poate fi elaborata cu elevii de nivel liceal care au
cunostinte de reprezentare grafica a functiilor.

2. Curbele celor patru operatii.
Sa fixam deci doud puncte iar lungimea segmentului determinat egala cu 2a.
Elipsa [2] este locul geometric al punctelor din plan pentru care suma distantelor la doud puncte fixe
(numite focarele elipsei) este constanta.



Fie punctele A(-a,0),B(a,0),C(0,b),D(0,—b) si focarele Fi(-c,0),F2(c,0) [2] Din punct de
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nita in coordonate carteziene de urmatoarea ecuatie:
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0 cu conditiile B> < 44C, toti coeficientii sunt reali .

2 2
Forma canonica este X n Y =1 , b>’=a’-¢c’
a b
Segmentul de dreapta care trece prin focare si are capetele pe elipsa se numeste axa mare. Segmentul
perpendicular pe mijlocul axei mari si avand capetele pe elipsa se numeste axa mica.

Valoarea ,_ |, _ b’ care apare si in figurd se numeste excentricitatea elipsei. Se poate observa
ca cercul este un caz particular de elipsa (elipsa in care cele doua focare coincid - sau pentru ecuatia
algebrica, elipsa pentru care 4 = C si B =0).

Desigur ca am putea prezenta multe rezultate matematice deosebite, cum ar fi modul de obtinere prin
desen a elipsei, circumferintd, arie, date din geometria proiectivd sau din trigonometrie, prin
coordonate polare sau chiar elipse degenerate. (Toate aceste rezultate matematice se gasesc cu usurinta
si nu constitue interesul lucrarii de fatd).

Sa ne reamintim ca am plecat de la puncte fixe si ne-am pus problema locului geometric al punctelor
din plan pentru care suma distantelor la punctele fixate sd rdmana constanta (mai mare decat lungimea
2a).

Daca acum ne punem problema punctelor din plan pentru care diferenta distantelor la aceste doua
puncte fixe sd raména constanta dam peste un alt loc geometric remarcabil :

Hiperbola [3] este locul geometric al punctelor din plan pentru
care diferenta distantelor la doudpuncte fixe este constanta.
Hiperbola este o curba definitd in coordonate carteziene de
urmatoarea ecuatie:

Ax*+ Bxy+ Cy*+ Dx + Ey+ F=0 cu conditiile

B* > 4AC, toti coeficientii sunt reali .

2 2
Forma canonica este X _Y _j 52— _ 4> iar excentricitatea
2 2
a b

e= 1+ 5 Acum si ne punem problema punctelor din plan pentru
a2

care produsul distantelor la aceste doud puncte fixe sa ramana constantd. Este binecunoscut rezultatul
ca astfel se obtin curbele lui Cassini [4]:



Fie deci acum punctele fixe A(-a,0), B(a,0) si M(x,y) punctul di n plan pentru care produsul distantelor

la punctele fixe sa fie constant, egal cu b . Si consideram originea sistemului de axe fixatd la mijlocul
segmentului AB .

Avem succesiv : AM - BM =b" si atunci [(x + a)z + yz] . [(x_a)z] =ph*. Dupa efectuarea calculelor
obtinem y* +2(x* +a’)y’ +(x2 _az)z —b* =0 adicd y = i\/_(x2 + a2)i Vb +4atxt .

Vom alege ramura reala ) = J_r\/_(xz + az) +b* +4a*x* -

Consideram functia f(y) = \/_(xz + a2)+ Jb* +44°x* care are sens pentru +/p* +4a’x* > (x2 +a2) adica

a’-b’<x’<a’+b.
Distingem mai multe cazuri :

CaZul 1 az—b2<0 adiCé. a<b :f(x):\/ [402x2+b4_(x2+a2)’ x€|:_ ¢a2+b2’ Ia2+b2:|
x(Za2 —4a’x’ +b4)

£l(x) = Din ecuatia f'(x)=0 avem x =0 si din ecuatia
Jaa’x’ +b° '\/\/4612)(2 +b' —(x*+a’)
2 2.2 4 . 4614 —b4 . . .
2a° —~N4a'x”+b" =0 obtinem y? =————— , care impune analiza subcazurilor:
4a
Subcazul 11i.

Funtia fiind pard studiem variatia ei pentru =~ x e [0,«1512 +b* }
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!
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S(x) b —a’ N\ N0
Reprezentand graficul functiei si simetrica ei fatd de axa Ox se obtine curba sugerata in figura 1, care
seamana cu o elipsa, fara insa sa coincida cu aceasta.

Subcazul 1ii. Daca b = a\/z ecuatia f”(x) =0 are rddacina tripla x =0 iar curba este asemana-toare
cu cea din fig.1, cu observatia ca aceasta se aplatizeaza sus si jos pana devine aproape o dreapta.

Subcazul liii. Dacd a<b<a2 ecuatia f'(x) =0 are radacinile x =0 si , _, V4@ =" Functia fiind
2o 2a

pard studiem variatia ei pentru  x e [(),Jaz +b° J

x 0 ,4az4—b4 Ja' + b’
a
f'(x) 0 +++ + 0 —coememn- ‘
£(x) b L
2a

De asta data curba este sugerata in figura 2.



Cazul2. Daci a=b :>f(x)=\/m—(x2+a2), xe[—a 2,a\/§}
x(2a" ~Vaa'x +a') a3

V4 16" Adx +d' — (¢ +a?) 2

Studiind variatia functiei doar pe intervalul [O,a\/i ] obtinem :
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Ceea ce se obtine in acest caz este o forma cu totul speciald, aceea de Lemniscata cain fig. 3.
Cazul 3. Daca a >b

= f(x) =A@ + b — (2 +ad),
xe [—\/az +b,~d -1 } u[\/az NS +b2}
Ceea ce se obtine in acest caz este o curba asemanatoare celei din figura 4.
Acum sa ne punem problema punctelor din plan pentru care raportul distantelor la aceste doua puncte fixe sd ramana

constant.
Fie deci acum punctele fixe A(-a,0), B(a,0) si M(x,y) punctul din plan pentru care raportul distantelor la punctele fixe s fie

constant, egal cu 7 .
n

%:ﬂ:m~AM=n~BM:> m\/(x+a)2+y2 =n\/(x—a)2+y2 =

AM n

mz(x+a)2 +m’y’ —nz(x—a)2 —n’y* =0 si obtinem
xz(mz—n2)+yz(mz—nz)+2ax(mz+n2)+az(mz—nz)=0- Dupa relatia dintre m §i n avem :

Cazul 1. Dacd m =71 obtinem ecuatia X = 0, adica axa ordonatelor.
2 2
Cazul 2. Dacd m # N obtinem ecuatia unui cerc: 2 +y2 +Zaux+ a’> =0 cu centrul in punctul de
m2 _ n2
- ( 24 2) .
coordonate | —4\m * 7 .Oj siraza  _ 2amn .

2 2 4 -
m’—n ‘mz—nz‘

Sa observam ca daca raportul m este subunitar atunci cercul este situat in dreapta axei ordonatelor. Cu
n

cat n este mai mare decat m obtinem un cerc de raza din ce 1n ce mai mica iar centrul se apropie de

origine.

Dacd n se apropie de valoarea lui m, cercul are raza mai mare, rdmanand In partea dreaptd a axei

ordonatelor. Sugeram aceste observatii pe fig. 6.

Daca raportul ” este supraunitar atunci cercul este situat in stinga axei ordonatelor.

n
Urmarind fig.5 putem spune ca Ovalele lui Cassini acoperd intr-un anumit sens toate traiectoriile

posibile ceresti si transformarile dintre ele.



fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4
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Fig. 6

Sa observam acum ci in fig. 1 am reprezentat o curbd (pentru > g+/2) care se aplatizeaza, devenind
pe unele portiuni chiar o dreaptd. Dacd g <b<a+/2 curba capiti forma celei din fig. 2, iar daci @ =5b
(adica fig. 3) atunci graficul este o lemniscata. Lemniscata este o curba speciald pantru ca, forma sa de
panglica da imaginea unei traiectorii care, parca se intersecteaza pe ea insasi. Daca privim fig. 5 prin
prisma transformarilor curbelor una in alta atunci avem o imagine vie a suportului matematic prezentat
si observatiile care s-au conturat ne vorbesc despre traiectorii plane posibile, reprezentate prin functii
continue. Aceste observatii s-au facut plecand de la raportul dintre cele doud marimi a si b
considerate. Daca analizdim cazul a > b, reprezentat in fig. 4, apare un fapt deosebit. Curba care
reprezintd din punct de vedere grafic acest caz se comportd ca fiind formata din doud curbe. Plecand
astfel cu un punct de pe curba din dreapta sa presupunem, pentru a parcurge traiectoria descrisa de
acest caz, suntem obligati sa « sarim » pe cea din partea stanga, de parca intre ele exista un spatiu care
desparte curbele. Din punct de vedere matematic fig. 4 este reprezentarea graficd a unei functii
continue dar graficul aratd doua curbe despartite intre ele prin presupusa existentd a unui spatiu. lata
deci cum matematica provoaca reprezentari care ne scot in spatiu pentru a putea ramane in limitele
rationamentelor inductiv-deductive.

Atunci cand am studiat locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor la doua
puncte fixe sd rdmand constant am descoperit din nou cercul. Putem defini astfel cercul ca locul
geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor la doua puncte fixe este constant.

Discutand dupi diferitele valori ale raportului /™ am descoperit diferite forme ale cercului. Daci acest
p p p
n

raport devine echiunitar cercul se transforma chiar in axa ordonatelor, lucru pe care ni-l putem imagina
printr-o dinamica a translatarii centrului spre dreapta si cresterea infinita a razei, fara insa ca raza sa

depaseasca distanta de la centru la originea sistemului de axe. Daca raportul ”* devine supraunitar
n

cercul se muta in partea stanga a axei ordonatelor iar graficele devin parca cercuri privite din exterior.



Privind in asamblu aceste observatii putem spune ca locurile geometrice studiate matematic pleaca de
la curbe inchise ca in fig. 1 si fig. 2, trecand prin Lemniscatd ajungand la cercul din studiul raportului
constant, matematica ne conduce rationamentul printre plane si spatii intermediare . Studiind
reprezentarea pland a celor patru operatii si folosindu-ne de interpretarea rezultatelor am ajuns sa
acoperim o mare parte a realitdtii astronomice In miscarea aparentd a corpurilor ceresti, caci
traiectoriile eliptice corespund planetelor sau satelitilor in cazul cdmpului gravitational, iar traiectoriile
hiperbolice si parabolice corespund anumitor comete care nu apartin sistemului solar ( corpul respectiv,
venind dinspre infinit, ocoleste centrul fortelor, indepartandu-se apoi inspre infinit).

3. Concluzii si provocari

Ceea ce am Incercat sa sugeram prin acest articol este raspunsul la intrebarea «Printr-o abordare
pur matematici ajungem oare si dobandim o siguranta reald ? »[5] . Indridznim s afirmam ca raspunsul
este negativ. Nu este suficient sd cuprindem totul in ecuatii si numere ! Este necesar sa parcurgem
continuu o “’lemniscata’’ intre real si matematic. Confruntarea dintre realitate si matematica este cel
mai viu ilustratd de astronomie si mai ales cea actuala.

Grecii din antichitate, prin Scoala lui Pitagora, au introdus in astronomie principiul miscarii
circulare si uniforme a corpurilor ceresti, cercul fiind considerat de ei curba cea mai perfecta iar
migcarea uniforma miscarea perfectd. Ptolemeu a propus prima teorie matematica a miscarii planetelor
iar sistemul sau geocentric s-a mentinut aproape 1500 de ani. Teoria heliocentrica apare la Copernic
care pastreaza miscarile circulare si uniforme ale planetelor. Tycho Brahe a incercat sa combine, dupa
cum spunea el, avantajele geometrice ale teoriei copernicane cu beneficiile filosofice ale celei
ptolemeice, elaborand propriul sau model de univers in care Soarele orbiteaza in jurul Pamantului, iar
celelalte planete in jurul Soarelui. Datele culese de el, referitoare la planeta Marte 1-au ajutat ulterior pe
Kepler sa enunte legile de miscare ale planetelor, legi pe care le-am reamintit in partea I. Cea mai
importanta lucrare stiintifica din cea de-a doua jumatate a sec.XVI a fost Principia lui Newton. [6] Nu
numai cd aceasta a devenit fundamentul fizicii pentru urmatorii 200 de ani, dar a constituit
si baza metodologiei stiintifice, care si-a facut treptat intrarea in studiul fenomenelor naturale. Potrivit
conceptiilor lui Newton, fiecare fenomen natural putea fi explicat in cele din urma prin legi
matematice. Treptat, observatia si experimentul au devenit stalpii activitatii stiintifice. Isaac Newton a
fost primul care a demonstrat ca atat caderea obiectelor pe suprafata Pamantului , cat si miscarea de
rotatie a Lunii , migcarea de rotatie a planetelor in jurul Soarelui sau traiectoriile ciudate ale cometelor
sunt toate guvernate de una si aceeasi lege: a atractiei universale.

" R
Sa plecam si noi de la legea a IlI-a a lui Kepler, exprimata prin sz = Ri .
b b
Tsz2 R’ R R, sz_ .. y ..
Avem —-:1——=—% adica —:—-=—> lar de aici Newton formuleazd Legea atractiei
a Rb Rb T:z 7-;) Ra

Universale[5]. El a ajuns la concluzia ca Luna si planetele sunt mentinute pe orbite de forte invers
proportionale cu patratul distantei dintre ele si centrele lor de rotatie. In domeniul matematicii, toate
realizarile au condus la dezvoltarea calculului diferential si integral, rodul muncii lui Newton si a
lui Leibniz. Una din cele mai convingdtoare dovezi ca teoria gravitatiei formulatd de Newton era
corecta a aparut in 1759. Edmund Halley prezisese intoarcerea in 1758 sau 1759 a Marii Comete, deja
vazuta in 1682. Mai exact si folosindu-se de calcule mult mai precise, Clairaut a prezis, cu o marja de
eroare de numai 30 de zile, ca aceastd cometd va aparea din nou in 1759. Din aceasta enumerare de
evenimente istorice remarcam dezvoltarea calitativd a matematicii prin neglijarea insa a tot mai multor
realitati: masa, distante, neglijarea perturbatiilor care ar putea proveni de la neomogenitatea
Pamantului, sau cele provenite din prezenta altor planete in cAmpul gravitational etc. Aceste aproximari
au departat exprimarea matematicii in realitate intarziind Intdlnirea universului matematic cu realitatea



si cu precadere cea cosmica. Acest lucru este intarit prin aparitia unui articol in anul 2009 in Royal
Astronomical Society [7] a Dr. Robert Massey “Calculele sugereaza ca micile galaxii nu pot contine
materie neagra. Insi acest lucru contrazice in mod direct alti dovadi. Dacid materia neagri nu este
prezenta, stelele in galaxii se rotesc mult mai repede decat a fost prezis de legea standard a gravitatiei a
lui Newton. Singura solutie este sa respingem teoria lui Newton. Dacd trdim intr-un Univers in care se
aplica o lege a gravitatiei modificata, atunci observatiile ar putea fi explicabile fard materia neagra”.”
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