SIRURI RECURENTE

TILICA,Daniela Prof.Colegiul Tehnic ”Gheorghe Asachi”, Bucuresti

Nici o cercetare umand nu se poate numi stiintd daca nu trece prin demonstratia matematica (Leonardo Da Vinci)

Studiul sirurilor de numere reale definite prin relatii de recurenta poate constitui un exercitiu captivant pentru cei ce
doresc sa dobandeascd o imagine de ansamblu a matematicii ca parte a unui sistem aflat in permanentd evolutie i
interactiune cu lumea inconjuratoare. Lucrarea prezintd cateva rezultate teoretice privind sirurile recurente: justificarea
existentei girurilor definite prin definite prin relatii de recurenta liniare omogene, algoritmul pentru determinarea termenului
general al sirului definit printr-o astfel de relatie, proprietati interesante ce deriva din relatiile de recurentd. De asemenea,
sunt prezentate cateva exemple de siruri celebre, definite prin relatii de recurentd de ordin doi §i aspecte practice ale
integrarii acestora in viata reala.

1. ARGUMENT

Bazele teoriei sirurilor recurente au fost puse in secolul al XVIII de catre matematicienii
Abraham De Moivre si Daniel Bemoulli, de si primul sir numeric in care relatia intre termenii succesivi
poate fi exprimata printr-o relatie matematica a aparut in 1202 in cartea Liber abaci (Cartea abacului)
a lui Leonardo Fibonacci; sirul 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., In care fiecare termen este egal cu suma celor doi
termeni precedenti a fost numit siru/ lui Fibonacci abia in secolul XIX de catre matematicianul francez
Edouard Lucas. Leonard Euler a dedicat un capitol (13) sirurilor recurente in cartea sa Introduction to
the Analysis of Infinitesimales (1748).

Pe langa faptul ca sirurile definite prin recurentd reprezintd o parte speciala a analizei
matematice, acestea au aplicatii practice neasteptate. Oamenii incearca permanent sa inteleaga natura si
legile acesteia, sa simta ritmurile cosmice, sa inteleagd de fapt mai profund viata, pentru a ajunge la o
armonie cu mediul inconjurator. Si cum natura este o carte scrisa in limbaj matematic (Leoanrdo Da
Vinci), matematicienii tuturor timpurilor au incercat, si de cele mai multe ori au reusit, s modeleze
fenomenele naturale, sa gaseasca noi aplicatii i interpretari notiunilor teoretice astfel descoperite.

Sirurile recurente apar in numeroase probleme de stiinta, pornind de la fizica clasica, chimie,
matematica, pana la cele mai modeme domenii ale cunoasterii: sinergetica, teoria fractalilor, teoria
haosului, in calculatoarele neuronale si automatele celulare; sunt utilizate in generatorii pseudoaleatori
de numere, precum si in diverse procedee si metode de optimizare.

Sirul lui Fibonacci, amintit anterior, se regaseste in analiza algoritmului lui Euclid de
determinare a celui mai mare divizor comun a douad numere intregi, in rezolvarea problemei lui Hilbert,
in teorema lui Zeckendorf.

Pe de alta parte, numerele lui Fibonacci se regasesc in jurul nostru de la aranjamentele frunzelor
in botanica pana la structura galaxiilor, de la cochiliile spiralate ale molustelor si inmultirea iepurilor
pana la structuri arhitectutale monumentale. Este motivul pentru care numerele lui Fibonacci au fost
considerate a fi modul de masurare al Dinivitatii sau sistemul de numarare al naturii.

Progresiile, siruri in care fiecare termen, incepand cu al doilea se obtine din cel precedent prin
adunarea (progresii aritmetice), respectiv inmultirea cu un numar real nenul (geometrice) sunt des
intalnite in diferite domenii: benzile Liesegang in geologie, aranjarea dipolilor la antenele de
televiziune, In muzica, peisagistica, sculptura, fotografie, origami si chiar in economie.

In anul 1798, economistul englez Thomas Malthus a ficut o “profetie” ingrijoritoare. El a
lansat ipoteza ca populatia globului creste in progresie geometrica, in timp ce resursele alimentare
cresc in progresie aritmetica. In ritmul acesta el a previzut ci intr-o zi oamenii nu vor mai avea practic
ce si manance. Insd, datoritd epidemiilor, razboaielor si catastrofelor naturale, precum si datorita
progresului economic, profetia lui Malthus nu s-a adeverit ... inca.



2. RELATII DE RECURENTA DE ORDIN k

Dupa cum se stie, sirurile pot fi definite sintetic, analitic sau recurent. O relatie de recurenta este
o formuld ce exprimd orice termen al sirului, de la un rang incolo, in functie de unul sau mai multi
termeni precedenti.

In general, determinarea termenului general al sirului este dificili, de cele mai multe ori
imposibila. De aceea, exercitiile cu siruri recurente cer studiul convergentei, eventual calcularea limitei.
In cazul particular al recurentelor liniare cu coeficienti constanti exprimate prin egalititi se pot enunta
algoritmi pentru determinarea termenului general al sirului.

: . .
Fie k e N” si fie sirul (xn )neN

in care diferenta maxima a rangurilor termenilor ce intervin este £ :

X,p =X, +0,X,, 4 5 +..+a,x,,YneN, x,,x,,..,x,_, €R, date. (1)

n

definit printr-o relatie de recurenta liniara omogena de ordin £,

Existenta unui sir ce verifica o astfel de relatie de recurentd este justificatd prin urmatoarele
rezultate teoretice. Se asociaza relatiei ecuatia caracteristica:

t"—at"™" —..—a, =0. (2)

Lema I: Daca te R este solutie a ecuatiei caracteristice (2), atunci sirul (xn )neN, x, =t"
verifica relatia de recurenta (1).

Lema 2: Daci sirurile (x“) )neN, (x(z) )neN - (xff))neN indeplinesc conditia de recurentd si sunt

n n

liniar independente, atunci orice solutie (x,) . se exprima ca o combinatie liniara a sirurilor (xf,” )neN ,

neN
(2) (k) s < s = N N
(x )neN s eees (x )neN , adicd existd p,, p,,..., p, € R astfel incat

n n
1 2 k
xn=p1u,(,)+p2uf1)+...+pkuf,),VneN. 3)

Lema 3: Exista k siruri liniar independente ce verifica relatia de recurenta.
e Daca ecuatia caracteristica are solutii reale distincte ¢,,¢,,...,¢, , sirurile sunt:

w? =1y, ul =t (4)

n

uil) =",
e Dacai ecuatia caracteristica are solutii reale multiple: #, cu ordinul de multiplicitate /,, ¢, cu

ordinul de multiplicitate /,, ..., ¢, cu ordinul de multiplicitate / , unde [, +/, +...+/[ =k, sirurile

m

sunt:

LYy _ n (1,2) _ n Ly _ L-l,n
u,”” =t ,u =nt ,..,u,"" =n't,

n

@20 _ o, (22) _ .n 2,L,) _ L-l,n

u, " =ty,u,”" =nty,.,u, " =n*"t), .., (®))
(m1)y _ o (m2) _ .n (mily) _ o ln=len

u,’ =t,u," =nt,..,u, =n"t,.

e Daca ecuatia caracteristica are solulii complexe, la fiecare doua solutii complexe conjugate
t, =r,(cost +isint), t, =r,(cost —isint),r > 0,z €[0,27), cu ordinul de multiplicitate /,, li se asociaza
sirurile:

(1,2)
n

1,/ 1,1
=nr" cosnt,...,uf,") =n"r"cosnt,

. 2,1 1,-1 .
=nr" smnt,...,uf, W = ph e sinnt (6)

1,1
u’ =r" cosnt,u

2.0 )
un

=r"sinnt,u’’
Algoritm pentru determinarea termenului general al unui sir definit printr-o relatie de recurenta
liniara omogenade ordin £ cu coeficienti constanti:
1. Se rezolva ecuatia caracteristica.
2. Se cauta solutia ca o combinatie liniara de siruri, in functie de tipul radacinilor (Lema 2).
3. Se determina coeficientii, folosind relatiile scrise pentru primii £ —1 termeni.
4. Se scrie formula termenului general al sirului.



Propozitia 1: Fie sirul (xn )neN definit prin relatia de recurenta (1) si (dn )neN sirul diferentelor a
doi termeni consecutivi definit prin

d =x,,—x,,neN. (7
Atunci (dn )neN este un sir recurent de ordin % .

Demonstratia este imediata. Se scriu relatiile de recurenta pentru n, respectiv n+1 si se scad
termen cu termen. Se obtine:

Xkt ~ Xpak = Gy ('xn+k = Xk )+ et ay ('xn+1 X, ) >
relatie ce se poate scrie:

d.,=ad, , +ad, , ,+.+ad, VneN,
Deci sirul diferentelor verifica o relatie de recurenta de ordin % .

Propozitia 2: Fie sirul (xn )n definit prin relatia de recurenta (1) si (sn)

sirul sumelor

eN neN

partiale definit prin
s, =Xy +x +..+x,,neN. )
Atunci (Sn )neN
Demonstratia porneste de la modul cum este definit sirul sumelor:

este un sir recurent de ordin & +1.

S, =Xy +X, +.AX,  +X, =85, ,—X, X, =S5,—5,,.
In relatia de recurentd se inlocuiesc termenii sirului prin diferenta dintre doud sume consecutive.
Rezulta:

Spik T Snrko1 T Gy (Sn+k—1 - Sn+k—2)+ T (Sn - Sn—l):>

Stk = (1 +a )Sn+k—1 + (az -4 )Sn+k—2 TS, .
Inlocuind n cu n+1, se obtine
=(1+a1)s +(a2 —al)s

Propozitia 3: Daca ecuatia caracteristica are numai radacini complexe ale unitétii, atunci sirul
este periodic.

Demonstratie: Ecuatia caracteristica este

S k4l nk ikt T TS,

e+ +1=0, 9)
deci relatia de recurenta este

Xpp X ¥X, 40+ tx, =0, (10)
iar pentru n +1 se obtine:

xn+k+1 = 'xn’vn eN >

deci sirul este periodic de perioada principala £ +1.
Propozitia 4: Daca ecuatia caracteristica are coeficienti binomiali

Xpp =Cix, o —CPX, oy ot (— l)k_1 Cix,,VneN, (11)
atunci formula termenului general este polinomiala.
Demonstratie: Ecuatia caracteristica este
Clt* —Clm Tyl — 4 (1)l =0 (-1) =0,
deci toate radacinile sunt reale egale cu 1. Formula termenului general este
X, =p, +p,n +...+pknk'1. (12)
Observatia I:
Pentru k& =3 fie sirul definit prin
X3 =3%,,,=3x,,,+x,,x, =0,x, =Lx, =4. (13)

Ecuatia caracteristica este:



C)' —-Cit*+Cit-C; =0= (t - 1)3 =0, deci termenul general al sirului este de forma:

X, = p +pnt pn’.

Folosind valorile pentru primii trei termeni ai sirului se obtin coeficientii:

P =0,p,=0,p; =1

Formula termenului general este polinomiala: x, = n°,n € N (sirul patratelor numerelor naturale).

. : +1)2n+1

Conform Propozitei 2, sirul sumelor partiale s, = 0> +17 +2> +...+n’ = w

va verifica si el o relatie de recurenta de acelasi tip:

+4s,.,—s,,VneN". (14)
In plus, efectuind cateva calcule simple, descoperim proprietiti interesante ale sirului patratelor

numerelor naturale.

x,, =(m+1Y =n+2n+1=x,, =x, +2n+1LneN, (15)

n+

Spea = 4'Sn+3 —6s

n+2

deci sirul poate fi definit printr-o relatie de recurenta liniarda neomogena de ordinul Inti cu coeficienti
neconstanti.

Scriind relatia pentru n + 2, respectiv n +1 si scazand relatiile teremn cu termen, se obtine:
-x,+2,neN, (16)
deci sirul poate fi definit printr-o relatie de recurenta liniara neomogena de ordinul doi cu coeficienti
constanti.

Observatia 2:

Pentru k£ =4, sirul definit prin
X4 =4x,,-6x,,+4x,,,—x,,x,=0,x, =Lx, =8 x; =27 (17)

este sirul cuburilor numerelor naturale x, =n°,n e N.

'xn+2 = 2.X'

n+l

n+2

Procedand in mod analog, se obtine:
-x,+6n+6,neN, (18)

deci sirul poate fi definit printr-o relatie de recurenta liniara neomogena de ordinul doi cu coeficienti
neconstanti;

'xn+2 = 2.X'

n+l

X, =3x,,-3x,,+x, +6,neN, (19)
deci sirul poate fi definit printr-o relatie de recurenta liniarda neomogena de ordinul trei cu coeficienti
constanti;

x ., =4x

n+4 n+3

n+2

-6x,,,+4x,,, —x,,neN, (20)

deci sirul poate fi definit printr-o relatie de recurenta liniarda omogena de ordinul patru cu coeficienti
constanti.

n+2

2 2
. . +1
Sirul sumelor partiale s, =0 +1° +2° +...+n’ = %
va verifica si el o relatie de recurenta liniara:
S5 =958,,, —10s,,,+10s, ., =5s,,, +s5,,VneN. (1)

3. RELATII DE RECURENTA DE ORDIN 2

Exista siruriri definite prin recurente liniare de ordinul al doilea care au proprietati interesante i
aplicatii practice neasteptate. [ata in continuare cateva exemple dintre cele mai cunoscute.



Sirul lui Fibonacci a fascinat matematicienii tuturor timpurilor, dar mai ales i-a inspirat pe
ganditorii din toate disciplinele — biologi, fizicieni, pictori, sculptori muzicieni, arhitecti, astronomi,
istorici, psihologi si chiar mistici.

In capitolul XII al Cértii abacului, Leonardo Fibonacci propune urmitoarea problema:

”Un om a pus o pereche de iepuri intr-un loc inconjurat din toate partile de un zid. Cate perechi
de iepuri pot fi produse de aceasta pereche intr-un an, daca presupunem ca fiecare pereche da nastere in
fiecare luna la o noua pereche, care incepand cu a doua luna incepe sa se reproduca?”’

Proprietatea generala ca fiecare termen al girului este egal cu suma celor doi termeni precedenti
se exprima matematic (notiune introdusa de catre matematicianul Albert Girard):

fn+2:fn+1+fn’vn6N’f0:O’ﬁ:1' (22)

Folosind algoritmul propus anterior se determina formula termenului general al sirului
fn:Lﬂ _Li ,VneN. (23)
Jsio2 N

Desi Cartea abacului a aparut in 1202, denumirea ”Sirul lui Fibonacci” a fost data abia in
secolul XIX de catre matematicianul Edouard Lucas. Acesta a studiat proprietatile unui nou sir, dat de
aceeasi formuld, dar in care primii doi termeni au valori diferite, numit apoi Sirul lui Lucas:

l,,=1,+1,YneN|I, =21 =1. (24)

Formula termenului general este

e

n+l

2 2

O proprietate interesanta leaga sirul lui Fibonacci de orice sir definit cu aceeasi formuld, dar cu
valori diferite pentru primii doi termeni.

Propozitia 5: sirul (x, )neN definit prin

] ,VneN. 25)

X, =X, +x,,VneN,x,,x, eR (26)
are termenul general
X, =xf,_,+x, /0, ,Vn=2. (27)

Demonstratia se face folosind un al treilea sir (an) definit cu aceeasi formuld si

neN

a, =0,a, =1. Se observd imediat cd a,,, = f,,Vn>1 sise cautd p,q € R astfel incat x, = pf, +qa,.

Inlocuind n=1, respectiv. n=2 se obtin coeficienti p=x,g=x,-x,. Rezulti

x, =X f, +(x2 X )an =x.f, +(x2 —X )fn—l =X (fn—l + n—2)+ (xz - )fn—l ==X 2+ XS0
Propozitia 5: Fie sirul (xn )neN definit prin

+x,,VneN,x,x, eR (28)

si (an) cu proprietatea ca existd numarul real nenul » astfel incat
neN

X

n+2 = 'xn+1

n
dax, =a,x,,-rx,;+3r—-a,VneN". (29)
i=1

Atunci sirul (an )neN este o progresie aritmetica de ratie .

Demonstratie: Scazand relatiile (29) pentru n, respectiv n +1 se obtine

n+l n

n’n+2

ApiiXnn = zai'xi _zai'xi =y Xy~ T3P —ay —a, X, T X, 5 =30+ a
i=1 i=1

= an+1'x an+1'x = _rxn+4 —a,x + rxn+3

n+l n+3 n?¥n+2

= an+1'xn+1 - an+1'xn+3 = _r('x + xn+2) —a,x + rxn+3

n+3 n’n+2



=4a,, (xn+1 o xn+3) =TIX 3 TNy 4, X, TN, 3 =TT, a4,
= a,.(-x,.) =0, +rf-x,0) =, =a, +r = a,,-a,=r,VneN’
Rezultd ca diferenta intre orice doi termeni consecutivi este constanta, deci sirul (a,) . este o
progresie aritmetica de ratie .
Propozitia 6: Fie sirul (xn )neN definit prin
X, =X, +x,,VneN,x,x, eR (30)

si (a, )neN o progresie aritmetica de ratie r . Atunci

neN

n
dax, =a,x,.,-rx,;+3r—-a,VneN". (31)
i=1
Demonstratia se poate face prin inductie matematica. Fie propozitia
n
.
P(n) Zaixi =a,X,., —1x,;+3r—a,neN".
i=1

Se verifica P(l) adevarata:
af,=afs-1rf,+3r-a,<a =a,-2-r-3+3r-a, < a, =2a, —q,.

Se presupune P(k) adevarata i se demonstreaza P(k + 1) adevarata, k e N*.

k
P(k): Zaixi =a,x,,, — 1%, +3r—a,
i=1
k+1
P(k + 1): Zaixi =q;, X3 —1X,, +3r—a.
i=1

Efectuand calcule se ob[ine:
k+1

k
zai'xi = zai'xi F Xy = A X — Xy +3r—a) + a,,x;,, =
i=1 =

= X _"(xk+4 _'xk+2)+ WXy F37 = Q= QX =Xy T1X + X, +3r—a, =
= (ak +r)xk+2 A Xy Ty I = = A Xy T Xy — X, H 30 —ay =

= Ay ('xk+2 Xt )_ Py 37 =)= @ X3 =1,y + 37 —ay.

Din principiul inductiei matematice rezulta P(n) adevarataVn e N”.

Propozitia 6: sirul (yn)

.x al carui termen general este raportul a doi termeni consecutivi ai

sirului lui Fibonacci

y, _ Jun ,VneN" (32)
I
T e 1445 o 9
este convergent, iar limita sa este numarul irational ¢ = — ~1,6180339887...., numit s1 numarul de

aur.

Demonstratia a fost facuta pentru prima data de catre matematicianul si astronomul german
Johannes Kepler.

Notatia simbolica a numarului ¢, provine de la initiala sculptorului antic grec Fidias care a
folosit proportia de aur in sculpturile sale. Numdarul de aur, denumire data de Leonardo da Vinci, a
aparut in Incercarea matematicienilor de a imparti un segment de dreapta in medie si extrema ratie, iar
fascinatia numarului consta de fapt in armonia si echilibrul raportului pe care il reprezinta, raport care
se regaseste si in legea cresterilor organice.



Numarul de aur ¢ este raportul care rezulta cand un segment de dreapta este Tmpartit in doua
parti, astfel incat raportul dintre intregul segment si segmentul mai mare sa fie egal cu raportul dintre
segmentul mai mare si cel mai mic rezultat.

a b
L+ &

N _/
T

a+b

Relatia matematica se transcrie:
a+b _a_ 0, (33)
a b
unde a este “extrema ratie” §i b este “medie”.
Se poate obtine o dispunere a numerelor Fibonacci intr-un set de patrate si dreptunghiuri,
acestea din urma avand ca lungime a laturilor doua numere Fibonacci consecutive. Pornind de la doua

patrate alaturate, cu laturile egale cu unitatea 1, se poate desena deasupra lor un altul cu latura2 (=1 +

).

<

In continuare se poate alipi un alt patrat cu latura 3, iar dedesubt unul cu latura 5, s.a.m.d. De
fapt avem de a face cu dreptunghiuri de aur, raportul laturilor acestora fiind egal cu numarul ¢ .

In fiecare patrat se poate desena un sfert de cerc, dar astfel incat si se asigure continuitatea
liniei, obtindndu-se un fel de spirald, care reprezinta o bund aproximatie a celor intalnite in natura, in
lumea vie.

13

213
5

&

Secventa Fibonacci apare in structurile biologice, cum ar fi dispunerea ramurilor copacilor,
asezarea frunzelor in jurul tulpinii plantelor, spiralele cochiliilor, aranjamentul unui con de brad,
desfasurarea ramurilor unei ferigi, aspectul unui ananas.

Daca se priveste o planta de sus in jos se observa ca frunzele sale sunt astfel dispuse incat cele
de deasupra nu le obtureaza pe cele de dedesubt. In acest fel fiecare frunza primeste suficientd lumina



solara si permite apei de ploaie sa alunece catre tulpina si sa fie dirijata spre radacind — o alta armonie a
naturii in concordanta cu secventa lui Fibonacci.

Fata umana este caracterizatd din punct de vedere estetic prin cateva dimensiuni principale:
distanta dintre ochi, distanta dintre gura si ochi, distanta dintre nas si ochi, dimensiunea gurii. In
estetica se apreciaza ca fata este cu atat mai placuta ochiului cu cat aceste dimensiuni respecta mai bine
secventa lui Fibonacci.

Daca privim mainile unui om, constatam alte coincidente poate, ce ne amintesc de faimosul sir.
Avem 2 maini, cu 5 cate degete, fiecare avand 3 falange separate prin doua articulatii. Coincidenta sau
nu, aspectul este interesant, cu atat mai mult cu cat daca masuram lungimea oaselor degetelor, se pare
ca raportul dintre osul cel mai lung si cel din mijloc, ca si raportul dintre osul mijlociu si cel mai scurt
din varf reprezinta proportia de aur phi. In medie, dimensiunile falangelor sunt: 2 cm, 3 cm, 5 cm, iar in
continuare osul palmei are circa 8 cm (2, 3, 5, 8 sunt numere din secventa Fibonacci).

i
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Dreptunghiu de aur, in care raportul laturilor este egal cu numarul de aur este considerat ca
fiind deosebit de estetic si ca urmare a fost si este intens utilizat in arhitectura si artad. Spre exemplu se
considera ca fata Giocondei lui da Vinci se incadreaza intr-un astfel de dreptunghi, iar in constructia
Parthenonului din Atena se regasesc cel putin doua astfel de dreptunghiuri.



Numarul de aur este cautat in cele mai diverse i neasteptate situatii, spre exemplu se incearca
gaseasca unei explicatii din acest punct de vedere chiar si pentru factorul de conversie 1,609, foarte
apropiat de ¢, care apare la transformarea distantelor din mile in kilometri.

In muzica, numerele Fibonacci se utilizeaza deseori pentru realizarea acordajelor. Se crede ca
lucrarea Muzica pentru instrumente de coarde, percutie si celesta, a lui Bela Bartok a fost structurata
utilizdnd numerele Fibonacci.

Viitorul si nevoia de cunoastere si intelegere a oamenilor s-ar putea sa confere acestor numere
unice, noi aplicatii si interpretari, ajungand poate chiar si pe terenul incert al fenomenelor paranormale.
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