INEGALITATEA LUI POPOVICIU

MIHALI, Marcela Prof. Drd. Colegiul Tehnic ,,Ghe. Asachi”

Convexitatea este o notiune simpla §i naturala care poate fi gasita inca din vremea lui
Arhimede in legatura cu faimoasele lui estimari ale numarului m (utilizand poligoanele inscrise §i
circumscrise unui cerc). Convexitatea are un mare impact in viata noastra de fiecare zi prin
numeroasele aplicatii in industrie, business, medicina si arta. Unul, dar nu primul, dintre
matematicienii care s-au ocupat de studiul convexitatii a fost JL.W.V. Jensen. Printre alti s-au
numarat si Ch. Hermit, O. Holder, Cebdsev si Stolz. De-a lungul secolului al XX- lea a avut loc o
activitate intensa cu rezultate remarcabile din acest punct de vedere , cu aplicatii in analiza
functionald, analiza conveza, obtimizarea nonliniara. Un rol de larga popularizare a teoriei functiilor
convexe a avut-o cartea scrisa de G.H.Hardy, J.E.Littlewood si G.Polya.Printre matematicienii romani
care au avut preocupari in acest domeniu s-a aflat profesorul academician Tiberiu Popoviciu (n. 16
februarie 1906, Arad - d. 29 decembrie 1975, Bucuresti). Lucrarea de fata trateaza una din
contributiile lui §i aplicatiile acesteia.

Teorema 1 (Jensen) Fie f:I>R o functie continud f este convexal |

f(x _.') {M. (v}_‘l‘,_"e ! . f . ) .
: = (adica / este mijlociu convexa)
Demonstratie ,,suficienta”: Prin reducere la absurd: d; f nu este convexd, atunci (3)[a,b] < I astfel

,,necesitatea”: f( ) = f(i x *%} ) f convexd lf(t] *—f(‘n.",l Lﬂ” ,(¥)x, v €L
incat G, _, nu se afld sub coarda cu capetele (a.f(a)), (B, f(b)), adlca

@(x }—ff\)—u (x — a) — f(a), x € [a, b] verifica

¥ = sup{p(x), }x € [a,b] >
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In figura 1, dreapta d are ecuatia

- _fB) - f(a)
y—f(a) =ﬁ(-"—ﬂj
si faptul ca functia are graficul deasupra dreptei este ilustrat de inegalitatea
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Figura 1



@ este continua fiind suma de functii continue.

@(a) = ¢(b) = 0.
Arat prin calcul direct ca @ este mijlociu convexa:

o (1Y) < 2200 p(xty) JOIS@ by o) s

= i =

f@-TRO 60— f@+f0) - LD 6 -0 - £
iy FO)-F@ x_FO)~F(@) 3 WIOBY/C}
='f( 2 )_ b-a 2  b-a '2 b— a-f(a)
LWHO)_[O-@ x fO-1@ 3 F@ f®)-F@ ¥
—-a 2" b—a 2 2 b—c¢ 2
ROoE f@ o f(a} (122) L0410
b—a 2

,,A"din ipoteza suficientei.

Fie ¢ = inf{x € [a,b] / (x) = ¥} = () =7, ¢ € (a,b)

Din definitia lui ¢ pentru (V)h=0avem cth€(a,b)si @(c—h) < e(c),
gle—hl+plcth) - elel+plc) gle+hl+plc—h)

@(c+h) <glc) = - < = @(c) = o¢(c) > A -
- - - in contradictie cu

faptul ci ¥ este mijlociu convexa [ presupunerea facuta este falsa [ f este convexa.
Teorema 2. ( Inegalitatea lui Popoviciu ) Fie f:I — R o functie contina. Atunci f este convexa daca

si numai daca

f[-’f)"'f(;’}'f‘f(zj_]_f(f'i'_‘;'i' 3[f(x+v) f(\-i-z) f(z-;x)]

pentru toti x,v,z € [

In variatia functiilor strict convexe inegalitatea de mai sus este strictd exceptand x = y = z.

Demonstratie
Necesitatea: fara a pierde din generalitate putem presupune ca x < y = z.

Daca v = (x + v+ z)/3, atunci
(x+yv+z2)/3<(x+2)/2<z5i(x+y+2)/3<(y+2)/2<¢
Care oferd doud numere s,t € [0,1] al.

x+z x+y+z

=g. - - — .
> s 3 t(1—5) -z
y+z x+yv+z
=t. +(1—-t)-=
> 3 (1-1)
Sucesand, obtinem: (x + v — 2z)(s+t —3/2) = 0.
Daca x + y — 2z = 0, atunci cu necesitate x = y = z, si inegalitatea lui Popoviciu este demonstrata.

Daca s+t = 3/2 avem de sumat urmatoarele trei inegalitatii:

F(55) < sf (F22E) + (- 9£)




F(E) <o (F25) + (- 01 @)

x4+ ¥y 1 1
F(55) <5, @ +570)

si apoi sa multiplicim ambii termenicu 2/3 :

)+ (5)+ ()

E%(s-i—t)f(x.l-‘;i)+§(1—s+1—t)f(z}+lf(x}+1f(y)
=+ (2 + §m-—{s—ﬂf(z> F) +370)
NNk eniye

= () 423/ 3£ +3£0)

L (xtyin  fE+HFG) )

_f( 3 )+ 3 '

Cazulcand (x4 y + z)/3 < y poate fi tratat similar.
Suficienta: Inegalitatea lui Popoviciu ( aplicatd pentru ¥ = z ) ofera urmatoarea substitutie pentru
conditia convexitatii mijlocii:

0437 (552) 21 (52)

pentru toti x,v € L

Utilizand aceasta, observatie, demonstratia urmeaza textual argumentul Teoremei 1.
Exercitiu Sa presupunem ca x,,x,, x5 sunt numere pozitive in toate sumele.

Demonstrati ca:
Mo (x; +x;)" > 64 x3,205, x5 (24, %5, %3)°

xf + xS+l +3xfxdxd = 2(adxd + 343 4 134

(D) f:(0,+0) > R, f(x) = logx= f este strict concava =

f(x)+f(y}+f(z)+f(x+}*+zj {:E[f(x+_v)+f(x+z)+f(y+z)]

3 3 3 2 2 2
Dar x = x4,v = x,,z = x5 deci

logx.+logx-+logx X FXatxy 2 Xyt X FXy Xa®X
T T 205" 290 4 logTi a0 & [!og = i+ log—=—+log—= '],

3 3 3

i facand calcule in termenul drept al inegalital lii ob[Jinem:
logx; + logx, + logx; Xy +x+ x5
3 ' 3

2
< 3 [log(x, + x,) + log(x, + x3) + log(x, + x3)] — 2 log2

rezulta



logx, + logx, +logx Xy +x,+ % 2
Chat 97z 973, Eng¥+ log4 < -log(x; + x;)(x; + x3)(x; + x3)
3 3 3 deci
X+ x,+x .
log(x,x,%;) + 3log—=———2 4+ 3log4 < log[(x, + x,) (x, + x3)(x, + x3)]°
3 obtinem
. Xy + Xy + X5 3 : .
log(xyx,x3) + EOQ( ) +log4® < log[(xy + x,) (xy +23) (x; + 25)]°
3 rezulta
Xy + X, +xq) 2 2
log [.t'i-fzxs‘ (%) ' 64] < log[(x, + x,) (g + x3) (2, + x3)]°
si deci
—_ — 3 - - -
Xy XXy - (xy J.” ) - 64 < (xy +2)% (g + x3)7(xy + x3)°

dupa care amplificam inegalitatea cu 27 si obtinem inegalitatea dorita. (ii) Fie
f:R = (0,+m),f(x) = ef. Conform inegalititii lui Popoviciu aplicati functiei f obtinem

4] is o fg Te+la+lg - Ly+ls fe+ig fs =0
g isgiig == I :
f + e B == [ z +g 2z 4g 2 ]

Aceastd inegalitate o amplificam cu 3 astfel ca:

£y Iz Iy fotp tz s

eft £ gtz 4% £ EETE?E?EE(E ez +ezez + e

[
W |.5’

)

6 2 3
xf+ x5 +xf +3xixdxg = 2(xdxd + xdx + x3xP).

Notand e®: = x&, ez = x%, ¢ = ¥ obJinem
1 2 3
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